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Resumen

A lo largo de mas de dos milenios se han obtenido muchas brmulas, algunas de am
belleza, para el rumero . Entre ellas: series, productos in nitos, desarrollos en fracciones
continuas y desarrollos con radicales. Tamben se han conseguido evaluar algunespresiones
que, <oh maravilla!, estaban relacionadas con Ademas ha habido una continua batalla por
conseguir records de @lculo de las cifras de este rumero, que se han ido estableciendo con
series de convergencia apida, algoritmos ultra-apidos y otros de @lculo aslado de cifras
realmente sorprendentes. En estos logros de @lculo el desarrollo de ordenadores caca
mas potentes ha jugado un papel esencial.

1. La primera érmula: El algoritmo de Arqumedes

El algoritmo para el alculo de  que Argumedes demosto unos 250 anos A.C. consti-
tuyo durante un periodo de aproximadamente 1800 anos la fona mas e ciente para el @alculo
de . La idea consista en considerar un crculo de dametro unidad y polgonos circunscritos e
inscritos de 3 2" lados. Denotando sus permetros cona, y b, respectivamente, Arqumedes,
con razonamientos puramente geormetricos, demosto las elaciones

p_ 2a,n q
=2 : =3: = : = : 1
ag 3 b =3; an+1 a + b h+1 an+1bn (1)
Obviamente b, < < a j y las sucesiones, Yy b, convergen hacia el rumero . Se trata de
un algoritmo que hoy en da podemos demostrar cilmente wsando trigonometra elemental. En
efecto, llamandok, =3 2" se tienen las relaciones

an = kp tan E; b, = kn senE:
Por lo tanto 2ch, tan — sen—
an+ b, < Mtan Kn+ sennk—n = Zkn tan 2k, 2L
Por otra parte
q r r
an+1 by = 2k, tan % Kn senE =2k, tan % senﬁ cosm = bht1:



La convergencia del algoritmo es lineal, cada 5 iteracionese obtienen 3 cifras de . Para verlo
e . 2 .
utilizamos las desigualdades tax <x y 1 cosx < %-. Se tiene entonces

3 3 3

a =kptan— 1 cos— < —— = < :
n =k Kn Kn 2k2 18 220~ 18 10005

Para n = 7 este algoritmo proporciona para la acotacon 3;1415< < 3;1417.

Es instructivo senalar que en laepoca de Arqumedes no seonoca la notacon decimal de los
rumeros ni ninguna otra notacbn posicional, por lo que el resultado que obtuvo con polgonos
de 96 lados 6 = 5) lo expreso con fracciones:

10 1
3+ — < < 3+ =
71 7

Esta acotacon determina dos cifras decimales de .

2. Sin grandes novedades hasta 1800 aros desples

Durante un periodo de aproximadamente 1800 afos todas lasrinulas que se obtuvieron
para se basaron en la idea de aproximar el crculo mediante pajonos regulares y tienen la
forma de algoritmos iterativos. En el ano 1593 Vete obtime una expreson diferente mediante
un bonito desarrollo con in nitos radicales anidados:

1 1 1
2t2 2 @

El metodo usado por Vete se basa, como todos los anteriors, en la geometra y consiste en
considerar un crculo de dametro 2 e ir aproximando suar ea, es decir , sucesivamente por las
areas de un cuadrado inscrito, de un ocbgono inscrito, deun polgono inscrito de 16 lados, etc.
De esta manera Vete obtiene con 9 cifras decimales: 341592653.

Hacia el ano 1650 los netodos analticos de Descartes y Rmat, precursores del alculo
in nitesimal que pronto sera desarrollado, comenzaron asustituir a los metodos georetricos.
Uno de los resultados para correspondiente a esta etapa es el famoso producto in nito &l

Wallis (1655):
2 13355779

22 4466 88 @)
En 1999 Osler demosto una brmula que incluye como casos grticulares tanto la brmula
de Vete como el producto in nito de Wallis. La veremos en la seccon 10.

3. Comienzos del @lculo in nitesimal: Nuevas Formulas par a

Entre 1665 y 1680 Newton y Leibniz desarrollaron de forma indpendiente los principios
kasicos del alculo in nitesimal que proporcionaron una poderosa herramienta de @lculo no
®lo para las matenaticas sino tambén para la fsica y o tras ciencias. Estos netodos, como no



poda ser de otra manera, tienen tambéen su repercuson en la obtencon de nuevas brmulas
para como por ejemplo la obtenida por Newton
p_
33 3% an
= —+

2 - n :
4 4 _, (n+1)2n+5)16"

4)
con la cual calcub 15 decimales de en el ano 1665. Newton llega a esta brmula observando
gue elarea limitada entre la circunferencia de ecuacon

1 2
2

+y2=}

X
4

y las rectasx = % ey =0 es igual a la diferencia entre elarea de un sector circulaque abarca
unangulo de 60° y su trangulo correspondiente y que por lo tanto
Z 124 Z 1=ap Z 124 P3

- 24y = 1=2 =24y = _°.
. y dx . X xedx . X1 x)7edx >4 32

La brmula de Newton se obtiene a partir de aqu desarrollando (1 x)¥™2 por medio de la brmula
del binomio, que el mismo haba demostrado, e integrando acontinuacon ermino a ermino.
Formulas como la (4) se conocen actualmente como sumas bingiales. Una serie similar a la de
Newton pero mas sencilla es M ,

n

37, @n+1)6n ©)

gue se obtiene sustituyendox = %1 en el desarrollo en serie (ver [3], rg. 386)
2n

arcsenx _* o
2x hop 2nt1

Otro ejemplo interesante de suma binomial es la obtenida poComtet en 1974

4 3240% 1
- 2
17 n=1 n* nn

(6)

gue se demuestra a partir de la identidad [5]

* 1 Z =3
sz . log? 2sen; d:
n=1 n

Gregory en 1671 integra ermino a ermino la serie geornetrica

1 x2+xt x%+ =m; xj<1
y obtiene la brmula (que lleva su nombre)
x3 x5 X7 o

3 5 7



gue es lo que luego se conocera como desarrollo en serie dagncias dex de la funcon arctan x.
Sustituyendo x = 1, Leibniz obtiene en 1674 la serie para

1 1 1

— = [ — :

a=t 3%5 7 )
Es extrano que Gregory no dierael mismo este paso, seguraBtg no lo hizo porque no estaba
interesado en series de convergencia lenta. Sharp sustitex = = 3=3 en la brmula de Gregory
y obtiene la serie B

3 1 1 1
— 1 + + 8
6 3 33 53 73 ®
gue le sirve para conseguir en 1699 un record de 71 cifras deeiles de .
En 1665 Brounker halla el bonito desarrollo en fraccon cotinua

4 12
— =1+ . (9)

32
2+ 52

72
2
2+ 9

2+

2+

2+

Unos 100 anos nas tarde Euler la demuestra de forma ingenda: Comienza con la siguiente
igualdad

az

a;+ ajap + yapaz + Az = a ;
1 a
3
1+ a3
1+ay
lo que permite representar la serie de Gregory escrita en lafma
! ! ! ! ! !
arctanx = X + x x° + X x° 3 + X x° 3x° 5x° +
3 3 5 3 5 7

mediante una fraccon continua de la que obtiene la brmula de Brounker sustituyendox = 1.
Un ejemplo reciente de desarrollo de en fraccon continua es [16]

12

(10)

obtenido en 1999 por Lange.



4. Series apidas de tipo Machin

En 1706 John Machin demosto la brmula que lleva su nombre

1 1
1° 4 arctan < arctan 239 (1)

y utilizando la brmula de Gregory la escribb en forma de serie y consigud con ella calcular

los 100 primeros decimales de. Las siguientes identidades son del mismo tipo pero condunea
series de convergencia mas lenta:

— = arctan 1 + arctan 1 — = 2arctan 1 + arctan L (12)
4 2 3’ 4 3 7

Demostrar una brmula de tipo Machn, una vez conocida, sereduce a la comprobacon ruti-
naria de una identidad entre operaciones elementales corumeros complejos. As, la identidad

G+ i)
239 +i
encapsula, basta con igualar los argumentos, la demostrani de la brmula de Machin. Gauss

tambén particip en la lusqueda de series para de convergencia apida y en 1863 demosto la
siguiente identidad

=2+2i

1 1 1
_ = 4+ i I
12 arctan 1 8 arctan 7 5arctan 539’ (13)

gue es como las anteriores pero que involucra un ermino na. En el ano 2002 Kanada y su equipo,
empleando ciertos trucos para hacer mas e caces los @ldos por ordenador, consiguieron un
record de @lculo de por medio de las series:

1 1 1 1
— = — + — — + [
1 12 arctan 29 32 arctan 57 5arctan 239 12 arctan 110443 (14)
— = 44 arctan 1 + 7 arctan 1 12 arctan L + 24 arctan L. (15)
4 57 239 682 12943

la primera obtenida en 1982 por Takano (profesor de secundi&ry compaositor de canciones) y
la segunda en 1896 por Stermer. El record consistdo en magde un bilbn de cifras decimales de

5. Las brmulas del genial matenatico suizo L. Euler

Grandes matenaticos, entre ellos Leibniz y los hermanos Jeob (1654-1705) y Johann Ber-
noulli (1667-1748) haban intentado sin lograrlo evaluar la suma in nita

1 1 1 1 1

2 atyt ety (16)

. 2 . .
Finalmente Euler, en 1736, demostio que su valor erag: Para ello, partd del desarrollo en serie

de la funcon €%

senx x2 x4 x5
=1 —+ = =+
X 3! 51 7!
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y considep la ecuacon

2 4 6

X X X
—+ —  —+
3y 51 7
Las soluciones de esta ecuacbn tenan que ser las solucies de serx = 0, excepto bgicamente
x =0, es decir: , 2, 3, .lImagiro la serie in nita como si se tratase de un polinomio
y procedd a descomponerlo en factores

1 =0:

2 4 6
X X X X
1 —+ = =+ =1 —-— 1 — 1 —
3t 51 7! 2 4 2 9 2
Igualando los coe cientes dex? obtuvo nalmente la demostracon. Ademas, demosto muc has
brmulas parecidas, entre ellas

» 1 2 » 1 4 » ( 1)n 3 a7)
hep (2N 12 8’ =1 n4 90’ h=o 2N+ 13 32
y la no tan parecida
1 1 1
v ol+Z+ 2+ = 4
2_3 = (18)
(o1 n3 72

Formulas similares a estaultima se conocen hoy en da cono sumas de Euler [10]. Algunas de
ellas olo se han conseguido sumar muy recientemente, conpor ejemplo

2
X‘ 1+ }+ }.}. E 4
2 3 n _ 17 (19)
n2 360

n=1
cuya demostracon se obtuvo en 1991.

Euler, en su estudio de la divergencia de los inversos de lagnmeros primos, consideo pro-
gresiones geonetricas de la forma:

1+ i + l + i + i + = .
y obseno que multiplicando estos desarrollos para todosds primosp se obtiene
X 1 2 Y 1 1
— = —= 1 = ; (20)
gue relaciona el rumero con los rumeros primos.
6. Un extraordinario algoritmo olvidado: Formula de C. F. Ga uss

Con tan olo 14 anos de edad, Gauss (uno de los mas grandesatemnaticos de todos los
tiempos) considera el siguiente proceso iterativo

an + b, p——
n2 ; bher = anby

a=a h=Db &=



y de ne la media aritiretico-geornetrica de ay b como el Imite conun
M(a;b=Im a, =Ilm b,:

En el ano 1800 sus investigaciones sobre la media aritnetd geornretrica le conducen a la siguBente
maravillosa brmula (ver [1], mg. 94-102) en la cual los vdores iniciales sonag =1y bp=1= 2:
_#
1 P37 2

2
X@ == =M 1L,— (21)
-y 2 2

Por razones no muy claras Gauss no utiliz su brmula para @lcular y la brmula se olvicd hasta
que en 1970 fue redescubierta de forma independiente por Eeige Salamin y Richard Brent [20]
gue la expresan en forma apropiada para el @lculo iteratio:

2a?2
Im n

bl

2 @ w
k=1

Se puede demostrar que la convergencia hacia es cuadatica, es decir al pasar den an +1
se dobla el rumero de decimales correctos. Brent y Salaminrpgraman el algoritmo en un
ordenador lo que les permite conseguir en 1976 un record allcalar con 3 millones de cifras
decimales, cuando el record hasta entonces era de 1 milbreccifras decimales y se haba logrado
con brmulas de tipo Machin.

7. Series para 1= de un genio matenatico increble: S. Rama-
nujan

Gran parte de la obra del genio materatico hindu Ramanujan se relaciona con la teora de
las funciones modulares, que tiene su origen en el estudio thes integrales elpticas de primera
y segunda especies

K (k) ‘- ! dt.  E(K) " 1 Kesertdt
0 1 kZ2sertt 0

Z—Z

En 1914 estas investigaciones le llevan a la obtencon de &aordinarias series para £ total-
mente diferentes de todas las conocidas hasta entonces y gsen del tipo siguiente

Bnz"(bn+ a) = 1;
n=0

siendob;a >0y 1<z < 1 rumeros algebraicos y que quedan clasi cadas en 4 familiade
acuerdo a las siguientes posibilidades dB,

(2n)!3 (4n)! (2n)!(3n)! (6n)!
nié ’ nt4 "’ nt> "’ (3n)In!3°




Demuestra parcialmente brmulas que permiten obtener lasseries de la primera familia [19] y
da 3 ejemplos, uno de los cuales es

2 oconed 1 16
(n!é iz (42n+5)= —: (22)

Contirua diciendo que existen teoras alternativas (pero casi no da ningin detalle de ellas) con
las que pueden obtenerse series pertenecientes a las otrasst familias y da 14 ejemplos [19]
entre los cuales esan los siguientes

X @any 1 980T 2
hm oG (26390 +1103) = = —=; (23)
X (2n)(3n) 1 27
o( T 1asg "2 4 e4)
n=
% Pig
Gt 1 ggnegy= 215 (25)

- (3n)In¥ 54000

La serie (23) es increblemente apida ya que con ella se dienen unos 8 decimales de por
ermino. En 1985 B. Gosper programa la brmula en un ordenador, antes de que se conociera la
demostracon, y consigue con ella un record de 17 milloneselcifras de :

Los hermanos Jonathan and Peter Borwein son los primeros enedhostrar (1985) brmulas
gue permiten obtener las dos primeras familias de series deaRanujan [3] y consiguen de-
mostrar la identidad (23). Los hermanos David y Gregory Chudhovsky contribuyen hallando la
cuarta familia [9] y como caso particular consiguen la imprsionante serie, no descubierta por
Ramanujan:

[«
GO 640326
__, (31 6403267 (545140134 + 13591409) = ————

gue aporta 15 decimales de por ermino y con la cual baten records de @lculo de en los
anos 1989, 1991 y 1994, esteultimo de 4044 millones de @frde . Finalmente, H.H. Chan, W.
C. Liaw y V. Tan hallan las brmulas necesarias que determiran la tercera familia [7] y a partir
de ellas demuestran la brmula, tampoco descubierta por Rmanujan:

X @En)2n) ()" _ 1500 3
5 o (14150 +827) =

(26)

: (27)
n=0

La demostracon de las brmulas correspondientes a famibs de series para# consiste en hallar
ciertas funcionesz(q), b(q) y a(g), relacionadas con las funciones modulares elpticas, fas que

B f(Q)n + a(Q)gz(q)" =

n=0

Recientemente el autor ha conjeturado (ver [14] y [15]) queisie nimos las funciones

% X
S(z) = Bnz"; W(z) = Bnz";



0 . . . . .
donde B,, se obtiene derivandoB,, respecto den como si se tratase de una variable continua,
entoncesz(q) es la solucon de la ecuacon funcional

W(z2)
S(2)

q= zexp

y que las funciones(q) y a(q) vienen dadas por

11 ¢

Y d PN d #
b= N a= q NdsS .
zSdq S S dg
Esta conjetura parece estar en perfecta armona con los redtados ya establecidos y permitira
obtener los desarrollos en series de Bcitencias depara z(q), S(g) que a su vez determinanb(q)

y a(g). Para N racionaly q= e N los valores que se obtienen para(q), b(g), a(q) son
rumeros algebraicos que coinciden con los ya conocidos. Pejemplo, para

X (6n)!
S@=  Byine

z(q)"

se obtienen los desarrollos
z=q 7447 +3566527° 140361157%" +4933668219@° 1611462566908% +
S=1+120q 6120P +737760q° 10724964@" + 1738506312@° 3014720249764 +

gue son precisamente los desarrollos de las funciones

q___
2(@=J3@ % S(@= 3(q 1+ ( 9

donde 5 4( ) 4(q)
1 3 2(Q) 3

J(g)= —f1+16 : = == 7
@= 9 (D9 (@ HO)

siendo 2, 3, 4, las funciones elpticas de Jacobi, de nidas mediante

ng 1 ~ g 1 e 1

2(9) = 1= g(g) = q’; a0 = ( "
n=1 n=1 n=1

Estas brmulas son equivalenteg a las ya obtenidas por losérmanos David and Gregory Chud-
novsky que, tomandoq= e 163 obtienen la serie (26) y demuestran que es la serie de tipo
Ramanujan con paametro z racional cuya velocidad de convergencia es la mas apida psible.

8. El algoritmo cuartico de los hermanos Borwein

Las funciones

" #
2(a). 11 HOM

s(q) = "k t(g = — E) 1+(4qinq) (@)



veri can las siguientes magn cas propiedades difciles de demostrar:

1 [ s“a)=
L[l s

s(q) =

t(@) =11+ s(a]*(a) ms(Q“)[l+ s(q") + s(a")?);

que relacionan valores de las funciones emcon valores eng*, o que nos va a permitir obtener
un algoritmo cuartico [4]. En efecto, llamando

g=e 2 ¥, sp=s(; tnh=t(0)

y teniendo en cuenta que los valores deg y tg son conocidos, obtenemos el siguiente algoritmo
clartico
P p_
So= 2 1, tog=6 4 2
1@ s
1+(1 st

Sn +1 - (28)

thet = th(1+ spe1)? 22350 (1 + Spet + S244):

en el cualt, tiende a 1= , cuadrupli@andose en cada iteracon el umero de cifrasexactas. Este
asombroso algoritmo fue descubierto y demostrado por los hemanos Borwein en 1987.

Podra pensarse que con los algoritmos cuadaticos, cuaticos, etc se tendran que lograr
siempre los records de @lculo de , sin embargo no es as pues estos algoritmos no auto-corrige
los errores y obligan a realizar todas las operaciones con faecison nal deseada. En cambio
para las series se ha encontrado la forma de ir aumentando lagxrison de @lculo sin afectar el
resultado nal lo que les permite batir records aun teniendo la desventaja de ser lineales.

9. El @lculo desordenado de las cifras de

En 1995 Peter Borwein y Simon Plou e se dieron cuenta de que |aerie

npe L, 1 1 1, R 1
12 22 328 424 - n2n

poda ser utilizada para hallar el valor de una de las cifrasen binario de In2 sin necesidad de
hallar las cifras que le preceden, mediante el siguiente iegioso esquema en el cudlxg signi ca
la parte fraccionaria de x:
8 ( ) 9 8 ( ) 9
n_ 0 < X gkn * 1 = <X 2k nmodn % 1 =
2°ln2 = . + = +

n k- : n k- ,
n=0 N n=k+1 n2 ' " n=0 n n=k+1 n2 '

que permite obtener de forma e ciente las cifras binarias dén 2 a partir de la posicon k+1. La
principal observacon para efectuar los @lculos implicados es que el numerador de la primera
suma, es decir # " modn; se puede evaluar con extraordinaria rapidez. Por ejemplo,l&lculo

10



2% no requiere 65 multiplicaciones sino lo 7 si lo realizam®en la forma ((((((22)2)?)?)?)?) 2y
para obtener por ejemplo 3% mod 7 se aplica un algoritmo muy e ciente que consiste en hacena
reduccon nodulo 7 desples de cada multiplicacon en lugar de hacer todas las multiplicaciones
seguidas.

En 1989 los hermanos Borwein a rmaron que obtener una cifraimaria de no poda ser nas
sencillo que calcular todas las cifras que le preceden. Simbargo, desples de este descubrimiento
para In2, ya no lo tenan tan claro y el equipo formado por D. Bailey, P. Borwein y S. Plou e
se puso a buscar, con la ayuda del algoritmo PSLQ, una serie ga que permitiera el @alculo
aislado de sus cifras en base 2 (ver [6], captulo 8).

El algoritmo PSLQ es un algoritmo nunerico que opera con unaprecison pre jada asociando
a una entrada den elementosxi;x2; ;Xp una salida den rumeros enterosaj;ay; ;an, NO
todos nulos, de forma que, para la precison pre jada, se vé ca

aiXq + axxXo + + apnXn =0:

Elexito lleg al considerar los valores
R 1
Xj = o aen 1 =Li2 7
h=o BN+ j)16"
y buscar con PSLQ una relacon lineal con coe cientes entens entre las entradas , X1, X2, X3,
X4, X5, Xg, X7. La salida obtenida fue la sucesbn de enteros: 1,4, 0,0, 2, 1, 1, 0. Es decir
haban encontrado una serie [2] que llamaron de tipo BBP (iriciales de los nombres del equipo)

] 4 2 1 1
= — ; (29)
neo 18" 8n+1 8n+4 8n+5 8n+6

que permita el @lculo desordenado de las cifras de en hexadecimal y por lo tanto tamben en
binario. La demostracon de la brmula se consigud poco desples a partir del sencillo resultado

Z.P5 Z.P5
1= 2 yk 1 e o 1= 2% L 1480 gy 1 R 1
o 1 x8 0 heo k=2 16'(8n + k)
gue permite escribir
p_ _ _
1 4 2 1 1 2205 g Pae s N
16" 8n+1 8n+4 81+5 81+6 o 1 x8 ’

integral que se puede evaluar fcilmente con el cambio de viable y = xpi de la manera
siguiente 7 7
14 2y y4 y5dy_ 1 16y 16 dy =
0 16 y8 o (Y2 2)(y? 2y+2)
Nada nmas anunciar la sorprendente brmula (29) otros investigadores se lanzaron tamben a la
caza de otras bellas brmulas de tipo BBP. La nas sencilla mra fue encontrada y demostrada
por Viktor Adamchik y Stan Wagon (ver [23] fag. 66 y 67)

ey 202 1
- 4" 4n+1 4n+2 4n+3

16

(30)
n=0

11



gue se puede demostrar de forma similar a la anterior partietho de la identidad
zZ.Pp

P Z.,P5
1= 2 Xk ldX: 1= 2)% ( l)nxk l+4ndX= 1 )é- ( 1)n
0 1+x4 0 n=0

2k=2 neo A1(4n + k)
En 1997 Fabrice Bellard consigue un record de @lculo con sbrmula

X on 19X (32 8
n=o A"(2n +1)

1
+
64, _, 1024 4n+1

+ : 1
an+2 4n+3 (31)
Elultimo record es de C. Percival que ha obtenido que la cifa binaria de que ocupa la posicon
10000 billones es 0.

Tambén se conocen brmulas BBP para otros valores relacbnados con , por ejemplo para
3

_ R
Pz_9* 1 16 _ 8 2 1 (32)
32,64 6n+l 6n+2 6n+4  6n+5
y para ?
, 9% 1 16 24 8 6 1
"8 64 Gn+D)? (@n+2)? @n+3)2 (@En+d2 @n+52z - I
n=0 (6n+1)2 (6n+2)2 (6n+3)? (6n+4)= (6n+5)
10. Bonitos desarrollos in nitos para con productos y radica-
les
Osler, en 1999, demuestra la siguiente brmula [17]:
U v
u u b‘l‘j
2 ¥YH1 11 11 5 11T ¥ 2»lp 1 2»p+1
—= R — + = :
4 2 22 22 2

2 2P+l 2p+tln (34)
n=1

donde lan en el interior de las races denota el rumero de sumandos. Ea brmula engloba la

brmula de Vete (2) ( p= 1 ); el producto de Wallis (3) (p = 0) y tambéen brmulas nuevas. Por

ejemplo tomandop = 2 se tiene

r S

|

2

. 15 17 23 25 31 33

16 16 24 24 32 32 (35)

N
NI

9
8

7
8

NI =
- NI

Para llegar a su expreson para , Osler

artiendo del seno dex aplica p veces, de forma reiterada,
la brmula del seno delangulo doble:

X X 2 X X X
sSenx = 2Cc0S—- Ssen— = 2°c0S— C0S— Sen— =

2P COSS COS—  COS— Sen—
2 2 2 22 22 2 22 2P 2P
y sustituye t = 2 en la brmula de Euler
sent _ ¥ L P | ¥ nton o+t
t n=1 2n? n=1 n n

12



lo que le permite combinar las dos brmulas anteriores pardlegar a

senx X X x ¥ 2°n  x 2Pn +x
= COS = COS—-  COS

2722 » . 2n 2rn

Para terminar utiliza las siguientes relaciones de trigonmetra elemental

X X
COS; = + — COSX; COS; =

2 2 2
y sustituye x = 5 .
J. Sondow obtiene en 2002 otra bonita expreson con produds y radicales [21]:

* h n n n+ n I 1
_ = 10 D'(@) 20 D*(1)  (n4+1) DGR T (36)
2 n=0
Para ello comienza tomando logaritmos en el producto de Waik:

%
ns=" (1 1 K+L.

k=1 K

: P n : I
Teniendo en cuenta que |, | 2(,1k+)1 =1 podemos continuar de la siguiente manera

X k+1 X 0 X
In 2 = ( 1)k tIn k 2nk+1 = on+1
k 1 n k n=0

k+2
k+1°

|
bl n
( 1)K I
k=0
En laultima expreson reemplaza n conn 1, escribe el logaritmo como Ink+2) In(k+1)yla
suma sobrek como la diferencia de dos sumas, en la primera de las cualeeneplazak conk 1.

Aplicando la relacon binomial E i + ”kl = E llega al resultado mediante exponenciacon.

11. Resultados muy recientes: Series para 1=, 1= 2y 1= 3

T. Sato, en una conferencia en Jamn en 2002, presenta la ser

|
Uy — (20n+10 3 5)= %;
n=0

> 37)

siendoup los rumeros de Agery, de nidos mediante

| |
Ly Ly
X' n n+ k

tn = K K

k=0

Poco desples se encuentran series de este estilo con otrgsas de rumeros [8], [22], por ejemplo
con los rumeros de Domb; H. H. Chan y Y. Yang desarrollan ind@endientemente una teora
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explicativa de este tipo de brmulas que incluye tamben como caso particular a las de tipo
Ramanujan y les dan el nombre de brmulas de tipo Ramanujan-&to.

Una explicacon radicalmente diferente para algunas bmulas de tipo Ramanujan, que no
hace uso de la teora de funciones modulares, se basa en ektodo WZ de Herb Wilf y Doron
Zeilberger [18] que permite demostrar autorraticamente igntidades de la forma

G(n; k) = Constante
n=0

en el caso en que la funconG(n; k) sea hipergeonetrica en sus dos variables, es decir si los
cocientesG(n+1;k)=G(n; k) y G(n; k+1) =G(n; k) son funciones racionales. El programa EKHAD
escrito por D. Zeilberger realiza el trabajo duro encontramlo a la funcon G(n; k) una companera

F (n; k) tal que F(0;k) = 0y con la cual forma un par de Wilf y Zeilberger (WZ), es decir un
par que se caracteriza por la propiedad

F(n+1;k) F(n;k)= G(n;k+1) G(n;k):

Ademas Zeilberger ha demostrado que si de nimosH (n;k) = F(n+1;n+ k) + G(n;n + k),
entonces obtenemos una identidad asociada a la de partida

b3
H(n;k) = G(n; k) = Constante:
n=0 n=0

Es importante senalar que el metodo WZ es un netodo simidico y no nunerico como el algo-
ritmo PSLQ (ver seccon 9), por lo que las demostraciones ge se obtienen son completamente
rigurosas. El precio a pagar es la dicultad de encontrar furtiones interesantes que sean una
componente de un par.

Un tipo de identidades descubiertas por el autor [13], entrdas que se encuentran

X 1 :M3%2

4
S8 5k L k—(en+ak+1)= —; (38)
=0 Kk

n

% ( 1) 2n 5 2 4 o
2120 98K L t—(20n* +8n+1+24kn + 8k +4k) = — (39)
n=0 K

son aptas para la demostracon autonatica con EKHAD. Para ver en que consiste el metodo
W2z, explicamos a continuacon con detalle la demostracin de la identidad (38) basada en dicho
nmetodo: A la funcbon

1 3 2 2

n_K__(6n+4k+1)

G(n; k) = 28n24k n+k 2
k

EKHAD le encuentra una companera

3 2
1 2n 2k

. — k
F(n;k) = S8n oAk ”n+k2 8n
k
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con la que forma un par WZ, es decir que veri ca
F(n+1;k) F(mk)= G(n;k+1) G(n;k);

propiedad que tiene la siguiente consecuencia

R
[G(n;k+1) G(n;k)] = [F(n+1;k) F(mk)]= F(O;k)=0:

n=0 n=0
Por lo tanto
® ®
G(n;0) = G(n;1) = G(n;2) =
n=0 n=0 n=0
Pero
X Y Zkk 2 4
I(I!rln i G(n;k) = II(rlrll G(0; k) + II(rlrll ) G(n;k) = Lr.? ik (4k+1)= —:
n=0 n=1
As que

»® »® 4
G(n;0) = G(n;1) = G(n;2) = = —
n=0 n=0 n=0

Mas aun, aplicando un teorema de Carlson se deduce que

G(n;k) = 4

n=0

incluso para valores no enteros dé&. Sustituyendo k = 0 en la identidad (38) y en su asociada,
obtenemos las series de Ramanujan

R 13 % 13
2nm!* 1 (6n+1) = 1 @2nm!* 1

! 4 nié 212n

n=0 n=0

(42n +5) = ﬂ: (40)

Para la funcon G(n;k) en la serie (39), EKHAD encuentra su companera

k :
ST2n 28Kk 7 8n(@2n+4k+1);
k

F(n;k) =

y podemos decir que la demostracon de (39) esh encapsutia en dicho parF (n; k), G(n;k).
Sustituyendo k = 0 en la identidad (39) y en su asociada, obtenemos las nuevdgmulas [11],
[13]:

X(@n)S (1" 1R @n)s( 1"
n!10 2l2n (20n"+8n+1) = 16 0 n!10  220n
=

8

(82n°+180n+13)= —:  (41)

Con el algoritmo PSLQ el autor consigue encontrar mas serie de este estilo para £ 2 [12], por

ejemplo

128 5
5>

A (en)! (1)
nlé 2880

(541802 + 693n + 29) = (42)
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para las que todava no se conoce la demostracon. En [14]esencuentran de nuevo las mismas
series a partir de una conjetura.
B. Gourevitch, haciendo uso del algoritmo PSLQ, encuentra na serie para £ 2 [12]

32

(1680°+76n° +14n+1) = = (43)

X oen)? o1

n 114 220n
n=0 '

gque tampoco ha podido ser demostrada todava.
W. Zudilin, mediante transformaciones cuadaticas de lasidentidades (41) demuestra las
nuevas identidades [24]

b (4n)! 1 10°5
-7 _(18n? 10n 3 = ; 44
o Az 2n) L8N ) @e52yn 2 (44)
b (4n)! 1 st41” 71
~_(104652%° + 227104n + 16032 = : 45
o ) )51y 2 (45)

siendow, los rumeros de nidos por
|

! !
Xk o A,
-2

Wnh =
: K n

k=0

y con estas brmulas damos por concluido nuestro recorriddnisborico.

Agradecimiento  al profesor D. Javier Cilleruelo por sus valiosas sugerergs y comentarios.
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